
Ëèñòî÷åê 1

1. (5) Ïóñòü f � ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé ñ íîðìîé íå áîëåå
åäèíèöû (ò.å. |f(x)− f(y)| 6 |x− y|). Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

Df(ξ) 6 Dξ.

2. (7) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû n íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâ-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

3. (7) Â êâàäðàò [0, 1]2 ñëó÷àéíî áðîñèëè 4 òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ â âûïóêëîì ïîëîæåíèè?

4. Òî÷êè X è Y âûáðàíû ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî â êâàäðàòå ABCD.
Íåçàâèñèìû ëè ñîáûòèÿ

(a) (5) Ïðÿìàÿ XY ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB è ïðÿìàÿ XY ïåðåñå-
êàåò îòðåçîê AD?

(b) (5) Ïðÿìàÿ XY ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB è ïðÿìàÿ XY ïåðåñå-
êàåò îòðåçîê CD?

5. (10) Ñóùåñòâóåò ëè âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà µ íà íàòóðàëüíîì ðÿäå,
òàêàÿ ÷òî ñîáûòèÿ

Ep = pN
íåçàâèñèìû ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ p?

6. (10) Ïóñòü X1, X2, X3 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðå-
äåë�åííûå ýêñïîíåíöèàëüíî ñ èíòåíñèâíîñòüþ 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû

Y1 =
X1

X1 +X2

, Y2 =
X1 +X2

X1 +X2 +X3

, Y3 = X1 +X2 +X3

íåçàâèñèìû.

7. (12) Ïóñòü X, Y, Z � íåçàâèñèìûå ïîëîæèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà r > 0 âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî

P
(X
Z
< r,

Y

Z
< r
)
> P

(X
Z
< r
)
P
(Y
Z
< r
)
.

8. (12) Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî

EX4EX8 6 EX3EX9.
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9. Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Äîêàæèòå, ÷òî
êàæäîå èç ñâîéñòâ, ïåðå÷èñëåííûõ íèæå, âëå÷�åò ñëåäóþùåå.

(a) Äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà u ∈ (0,∞), ôóíêöèÿ

x 7→ P (X 6 x+ u | X > x)

íå óáûâàåò íà ëó÷å (0,∞).

(b) (4) Ôóíêöèÿ x 7→ E(X − x | X > x) íå âîçðàñòàåò íà ëó-
÷å (0,∞).

(c) (1) Äëÿ âñÿêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà x èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî E(X − x | X > x) 6 EX.

(d) (10) Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî DX 6 (EX)2.

10. (12) Ïóñòü n ∈ N è ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð X ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

(a) EX = 0;

(b) ε
100

6 ‖X‖ 6 ε ïî÷òè íàâåðíîå;

(c) Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà v ∈ Sn−1 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P
(∣∣∣〈 X

‖X‖
, v
〉∣∣∣ < 1

2

)
>

1

5
,

ò.å. âåêòîð X íå êîíöåíòðèðóåòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E‖X + v‖ > 1 + δE‖X‖2, ‖v‖ = 1,

åñëè ÷èñëî ε äîñòàòî÷íî ìàëî.
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