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Äåäëàéí 21.10.17

1. à) (6) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñóáàääèòèâíà, ò.å. äëÿ âñÿ-
êèõ m è n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî am+n 6 am + an. Äîêàæèòå,
÷òî {an

n
}n èìååò ïðåäåë (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé).

á) (4) Ïóñòü γn � ÷èñëî íåñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ëîìàíûõ äëèíû n
íà ïëîñêîñòè, âûõîäÿùèõ èç íóëÿ è èäóùèõ ïî ëèíèÿì êëåò÷àòîé
ñåòêè. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü log γn

n
èìååò ïðåäåë.

â) (8) Îáîçíà÷èì ïðåäåë, ïîñòðîåííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñèì-
âîëîì γ. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà ln 2 < γ < ln 3.

2. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}n ñõîäèòñÿ ïî ×åçàðî, åñëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ ×åçàðî {n−1

∑
j6n aj}n ñõîäèòñÿ. à) (4)

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñ-
ëå, òî îíà ñõîäèòñÿ è ïî ×åçàðî; á) (1) Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåð-
æäåíèå?

3. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n çàäàíà ðåêóððåíòíîé ôîðìó-

ëîé xn+1 = 2x3n
3x2n−1

. Åñëè â çíàìåíàòåëå ïîëó÷èëñÿ íóëü, âñå ïîñëå-

äóþùèå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû ∞. à) (7) Íàéäèòå âñå
íà÷àëüíûå ÷ëåíû x0, ïðè êîòîðûõ xn → 0; á) (6) Íàéäèòå âñå âîç-
ìîæíûå ïðåäåëû {xn}n.

4. (12) Ïóñòü (xj, yj)
N
j=1 � íàáîð òî÷åê íà ïëîñêîñòè, à (α, β) � åù¼

íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ïðè êàêèõ (α, β) ñõîäèòñÿ äâîéíîé ðÿä∑
m,n>0

mαnβ

1 +
∑N

j=1m
xjnyj

?

5. à) (14) Ïóñòü ðÿä
∑

n |an|p ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì p > 1. Äîêàæèòå
ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
n |bn|p, ãäå bn � ñðåäíèå ×åçàðî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {an}n.
á) (6) Ïóñòü ðÿä

∑
n an ñõîäèòñÿ è an > 0. Âåðíî ëè, ÷òî ðÿä, ñî-

ñòàâëåííûé èç ÷ëåíîâ (
∏n

j=1 aj)
1
n ñõîäèòñÿ?

6. (8) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R → R óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ f(f(x)) =
−x. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ.

7. (5) Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé, òàêàÿ ÷òî äëÿ
âñÿêîãî x ∈ R

f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)→ 0 ïðè h→∞.
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Äîêàæèòå, ÷òî f ëèíåéíà.

8. (10) Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f íà [0,∞) òàêîâà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ïîëîæèòåëüíîãî x ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn→∞ f(nx). Äîêàæèòå ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðåäåëà f íà áåñêîíå÷íîñòè.

9. (4) Ïóñòü S � ïîäìíîæåñòâî R, à f � îäèí-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ
íà S; òî åñòü, äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ S âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x)− f(y)| 6 |x− y|.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îäèí-ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ f̃ íà âñåé ïðÿ-
ìîé, êîòîðàÿ ïðîäîëæàåò f , òî åñòü f̃ |S = f .

10. (5) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

xn+1 = xn +

√
xn +

1

x2n

è íà÷àëüíûì ÷ëåíîì x1 = 1. Íàéäèòå àñèìïòîòèêó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè xn ïðè n ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (óêàæèòå ÿâíî ýêâè-
âàëåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü).
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