
Ëèñòî÷åê 3

Äåäëàéí 11.11.17

1. (10) Âû÷èñëèòå ïåðâûé íåíóëåâîé ÷ëåí ðÿäà Òåéëîðà â íóëå ôóíê-
öèè sin tanx− tan sinx.

2. Ïóñòü [a, b] � íåêîòîðûé îòðåçîê, f : [a, b] → R � âûïóêëàÿ ôóíê-
öèÿ.

(a) (4) Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x ∈ (a, b) ôóíêöèÿ f èìååò
ïðîèçâîäíûå ñëåâà è ñïðàâà, òî åñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)
h

è lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)
h

,

è, êðîìå òîãî, ïðîèçâîäíàÿ f íå óáûâàåò.

(b) (6) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íå áîëåå ÷åì ñ÷�åòíîå ìíî-
æåñòâî J ⊂ [a, b], ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ (a, b) \ J ôóíêöèÿ f
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.

3. (a) (1) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ áåñêîíå÷íî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ âíå íåêîòîðîãî îòðåçêà.

(b) (8) Ïóñòü K � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé. Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , òà-
êàÿ ÷òî

K = {x ∈ R | f(x) = 0}.

4. (4) Ïóñòü P � ìíîãî÷ëåí äâóõ ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ R âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî P (x, y) > 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0, òàêîå ÷òî P (x, y) > δ
äëÿ âñåõ x, y ∈ R?

5. (6) Ïóñòü ln fj � âûïóêëûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî ln
∑

j fj �
òîæå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

6. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ íà R. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}n ïî ïðàâèëó

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
.

(a) (5) Âû÷èñëèòå ïðåäåë xn.
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(b) (7) Ïóñòü ïðåäåë x∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}n êîíå÷åí, à ôóíê-
öèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà. Äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c < 1 è C (çàâèñÿùèå îò x0), òàêèå ÷òî

|x∞ − xn| 6 Cc2
n

.

7. (12) Ïóñòü α ∈ (0, 1). Ïîñòðîéòå ôóíêöèþ f : [0, 1]→ R, òàêóþ ÷òî
äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà J ⊂ [0, 1] ôóíêöèÿ f |J ÿâëÿåòñÿ α-ã�åëüäåðîâîé,
íî íå ÿâëÿåòñÿ β-ã�åëüäåðîâîé íè äëÿ êàêîãî β > α.

8. (6) Ïóñòü ϕ � áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå ôóíêöèÿ, òà-

êàÿ ÷òî ϕ(0) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ t 7→ ϕ(t)
t

áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå.

9. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

sinnx

nα
, x ∈ R, α > 0.

(a) (8) Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñÿêîì x.

(b) (4) Äîêàæèòå íåðàâíîìåðíîñòü ïî x ∈ [−1, 1] ñõîäèìîñòè ðÿäà
ïðè ôèêñèðîâàííîì α 6 1.

(c) (6) Äîêàæèòå íåðàâíîìåðíîñòü ïî α > 0 ñõîäèìîñòè ðÿäà ïðè
ôèêñèðîâàííîì x 6= πk, k ∈ Z.

(d) (8) Ïóñòü δ > 0. Äîêàæèòå ðàâíîìåðíîñòü ïî (x, α) ∈ [1, 2] ×
[δ,∞) ñõîäèìîñòè ðÿäà.

10. (5) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî êîýôôè-
öèåíòîâ.
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