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1. (6) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Xj} è {Yj} ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè
ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ϕ � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî

ϕ(Xj, Yj)
P−→ ϕ(X, Y ).

2. (8) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà
∑

n cne
inx

ìîæíî óêàçàòü ÷èñëà εn = ±1, òàêèå ÷òî
2π∫
0

∣∣∣∑
n

εncne
inx
∣∣∣ dx > c

(∑
n

|cn|2
) 1

2
,

ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

3. (9) Ïóñòü Aj � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, òàêèå ÷òî
∑

j P (Aj) = ∞.
Äîêàæèòå, ÷òî

Sn
ESn

ï.í.−→ 1,

ãäå Sn =
∑

j6n χAj
.

4. (6) Ïóñòü âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü pξ(x) = |x|χ[−1,1](x). Äîêà-
æèòå, ÷òî å�å íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåë�åííûõ âåëè÷èí.

5. Ïóñòü ÷èñëî N äîñòàòî÷íî âåëèêî. Ïîêðàñèì ÷èñëà îò 1 äî N â äâà
öâåòà (êðàñíûé è ñèíèé) íåçàâèñèìî è ðàâíîâåðîÿòíî. Äîêàæèòå,
÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 0.9 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ

(a) (10) Åñòü êðàñíûé îòðåçîê àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äëèíû
õîòÿ áû 0.1 logN ;

(b) (10) Íåò îäíîöâåòíîãî îòðåçêà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äëè-
íû áîëåå 10 logN .

6. (4) Ïóñòü {ξj}j � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåíòðèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûìè äèñïåðñèÿìè, òà-
êàÿ ÷òî cov(ξi, ξj) → 0 ïðè |i − j| → ∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåí çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë, òî åñòü,
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7. Ïóñòü {Xj} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåë�åííûõ ïî
Êîøè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

(a) (6) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí Yn = 1
n
maxi6nXn

ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ è íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå å�å ïðåäå-
ëà.

(b) (8) Äîêàæèòå, ÷òî lim supn→∞
1
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∑
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(c) (12) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñÿêîì α > 1 ðàâåíñòâî

lim sup
n→∞

1

nα

∑
j6n

Xj = 0

èìååò ìåñòî ïî÷òè íàâåðíîå.
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9. (7) Ïóñòü ðÿä
∑ E|Xj |

j
ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî 1

n

n∑
j=1

Xj → 0 ï.í..

10. (7) Ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ñóáãàóññîâà, åñëè

P (|X| > t) 6 Ce−ct
2

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíñòàíò C è c. Ïóñòü Xn � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî ñóáãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âå-
ëè÷èíà X � òîæå ñóáãàóññîâà. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü Xn ê X
ïî ðàñïðåäåëåíèþ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî äëÿ âñÿêîãî k ∈ Z+ èìååò
ìåñòî ñõîäèìîñòü EXk

n → EXk.
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