
Îäèííàäöàòîå çàíÿòèå

1. Ïóñòü f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå è S = {Sn} � ôèëü-
òðàöèÿ, ïîðîæäàþùàÿ áîðåëåâñêóþ àëãåáðó. Äîêàæèòå, ÷òî à) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {E(f | Sn)}n � ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì; á) E(f |
Sn)→ f â L1 è ïî÷òè âñþäó.

2. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

G(E(ξ | S)) 6 E(G(ξ) | S)

à) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S � êîíå÷íàÿ àëãåáðà á) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S �
ïðîèçâîëüíàÿ ñèãìà-àëãåáðà.

3. Ïóñòü {Xj} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ êîíå÷íûìè E|Xj| è EXj = 0. Ïóñòü k � ôèêñèðîâàííîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Yn =
∑

16j1<j2<···<jk6n

Xj1Xj2 . . . Xjk

îáðàçóåò ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè, çàäàâàåìîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ Xj.

4. Ïóñòü {fn, Sn} � ìàðòèíãàë, à {αn} � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ
ïðåäñêàçóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, òî åñòü êàæ-
äàÿ αn èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû Sn−1. à) Äîêàæèòå,
÷òî {∑

j6n

aj(fj − fj−1)
}

n

òîæå ìàðòèíãàë. á) Äîêàæèòå, ÷òî åãî L2 íîðìà îöåíèâàåòñÿ ÷å-
ðåç L2 � íîðìó f .

1


