
Îäèííàäöàòîå çàíÿòèå

1. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë�åííûå íà îòðåç-
êå [0, 1] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéäèòå E(X + Y | X − Y ).

2. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë�åííûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû. Íàéäèòå E(X | X + Y ).

3. Ïóñòü {Xj}j � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåë�åííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, {Sj}j � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Íàéäèòå

E(Xj | Sn, Sn+1, . . .)

ïðè âñÿêèõ j, n.

4. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

G(E(ξ | S)) 6 E(G(ξ) | S)

à) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S � êîíå÷íàÿ àëãåáðà á) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S �
ïðîèçâîëüíàÿ ñèãìà-àëãåáðà.

5. Ïóñòü f � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì, à S � ôèëüòðàöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî {E(f | Sn)}n � ìàðòèíãàë.

6. Ïóñòü {fn} � ìàðòèíãàë. Äîêàæèòå, ÷òî{∑
j6n

(−1)j(fj − fj−1)
}

n

òîæå ìàðòèíãàë. Äîêàæèòå, ÷òî åãî L2 íîðìà íå ïðåâîñõîäèò L2 �
íîðìó f .

7. Ïóñòü f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå è S � ôèëüòðàöèÿ èç
êîíå÷íûõ àëãåáð, ïîðîæäàþùàÿ áîðåëåâñêóþ àëãåáðó. Äîêàæèòå,
÷òî E(f | Sn)→ f ïî÷òè âñþäó.
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