
Òðèíàäöàòîå çàíÿòèå

1. Ïóñòü G � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

G(E(ξ | S)) 6 E(G(ξ) | S)

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà S � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãìà-àëãåáðà.

2. Ïóñòü f � ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå è S � ôèëüòðàöèÿ èç
êîíå÷íûõ àëãåáð, ïîðîæäàþùàÿ áîðåëåâñêóþ àëãåáðó. Äîêàæèòå,
÷òî E(f | Sn)→ f ïî÷òè âñþäó.

3. Îïðåäåëåíèå ñóáìàðòèíãàëà (E(Xn+1 | Fn) > Xn). Ïîéìèòå, ÷òî,
åñëè G � âûïóêëàÿ, (Xn, Fn)) � ìàðòèíãàë è EG(Xn) < ∞, òî
(G(Xn), Fn) � ñóáìàðòèíãàë.

4. Ïóñòü ξn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ò.÷. P(ξn = 0) = P(ξn = 2) = 1

2
. Ïóñòü Xn =

∏n
j=1 ξj. Ïîêàæèòå, ÷òî

{Xn} � ìàðòèíãàë, íå ïðåäñòàâèìûé â âèäå E(f | Fn) íè äëÿ êàêîé
ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f .

5. Ïóñòü τ � ìîìåíò îñòàíîâêè. Áóäóò ëè τ − 1 è τ + 1 ìîìåíòàìè
îñòàíîâêè? Áóäåò ëè min(τ, n) ìîìåíòîì îñòàíîâêè?

6. à) Ïóñòü (X,S) � (ñóá)ìàðòèíãàë, à τ � ìîìåíò îñòàíîâêè. Äîêà-
æèòå, ÷òî (Xmin(τ,n), Sn) � òîæå (ñóá)ìàðòèíãàë. á) Âåðíî ëè, ÷òî
EXτ = EX1?

7. Äîêàæèòå, ÷òî íîðìà â Lp îñòàíîâëåííîãî ìàðòèíãàëà íå ïðåâîñ-
õîäèò Lp íîðìó èñõîäíîãî.

8. Ïóñòü (X,S) � ñóáìàðòèíãàë. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàðòèí-
ãàë (M,S) è ïî÷òè íàâåðíîå íåóáûâàþùèé ïðåäñêàçóåìûé ïðî-
öåññ (A, S), òàêèå ÷òî X = M + S è A0 = 0. Åäèíñòâåííî ëè òàêîå
ðàçëîæåíèå?

9. Ïóñòü X = (Xn) � ìàðòèíãàë, è τ � ìîìåíò îñòàíîâêè. Ïóñòü
Eτ < ∞, è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

E(|Xn+1 −Xn| | X1, . . . , Xn) 6 C.

Äîêàæèòå, ÷òî EXτ = EX1.

1



10. Ïóñòü {Xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ìíîæå-
ñòâå {k ∈ Z : k > −1}. Ïóñòü µ = EX1 < 0. Ïóñòü Sn =

∑n
k=1Xk,

è τ = inf{n : Sn = −1}. Äîêàæèòå, ÷òî τ êîíå÷íî ïî÷òè íàâåðíîå è
íàéäèòå Eτ .

11. (Íåðàâåíñòâî Àçóìà) Ïóñòü Xn � ìàðòèíãàë, è |Xn+1 − Xn| 6 cn
ïî÷òè íàâåðíîå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî N è ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî

P(XN −X0 > t) 6 exp
(
− t2

2(c21 + · · ·+ c2N)

)
.
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