
Ëèñòî÷åê 4

1. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi, i = 1, . . . , n, íåçàâèñèìû è èìåþò
îäèíàêîâîå à)(4) ðàâíîìåðíîå íà [0, 1] á)(4) ýêñïîíåíöèàëüíîå ñ ïà-
ðàìåòðîì 1 ðàñïðåäåëåíèå. Íàéäèòå

E(ξ1 | max(ξ1, . . . , ξn)) è E(ξ1 | min(ξ1, . . . , ξn)).

2. (8) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè E(X | Y ) > Y è E(Y | X) > X, òî X = Y
ïî÷òè íàâåðíîå.

3. (6) Ïóñòü {Xj}j � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí, ðàñïðåäåë�åííûõ ïî çàêîíó N (0, 1), ïóñòü {Sn}n � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Äîêàæèòå, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ÿâëÿåòñÿ ìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ôèëüòðàöèè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {Xj}j.

4. (8) Ïóñòü {Sn}n � ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ïðÿìîé, òî åñòü,

Sn =
∑
j6n

ξj,

ãäå ξj � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ
±1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Îïðåäåëèì ìîìåíò îñòàíîâêè τ êàê ïåðâûé
ìîìåíò n, êîãäà ëèáî Sn = a, ëèáî Sn = b (çäåñü a < 0 < b � öåëûå
÷èñëà). Äîêàæèòå, ÷òî τ ïî÷òè íàâåðíî êîíå÷íî è íàéäèòå ESτ .

5. (10) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C, ÷òî íåðàâåíñòâî∑
n
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âåðíî äëÿ âñÿêîãî äèàäè÷åñêîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ñóáìàðòèíãà-
ëà G = {Gn}n.

6. (10) Ïóñòü îáëàñòü Ω ⊂ Rd èìååò âèä

Ω = Ω0 \ ∪Nj>1(Ωj),

1



çäåñü Ωj � ñòðîãî âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, ïðè÷�åì ìíî-
æåñòâà Ωj, 1 6 j 6 N , äèçúþíêòíû è âñå ñîäåðæàòñÿ âî âíóò-
ðåííîñòè Ω0. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè x ∈ Ω, ñóùåñòâóåò
äèñêðåòíûé ìàðòèíãàë (X,S), ñòàðòóþùèé ñ òî÷êè x è ïî÷òè íà-
âåðíîå âûõîäÿùèé íà ãðàíèöó Ω0, íå ïîêèäàÿ ìíîæåñòâà Ω â òîì
ñìûñëå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî àòîìà w ∈ Sn âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-
ñòâà çíà÷åíèé Xn+1 íà àòîìå w ëåæèò â Ω.

7. (10) Ðàññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä f(x) =
∑

j>0 aj cos 2jx è

åãî ÷àñòè÷íûå ñóììû fn(x) =
∑

j6n aj cos 2jx è ñîîòâåòñòâóþùóþ
ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ

f ∗(x) = sup
n
|fn(x)|.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî p > 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà cp,
÷òî ‖f ∗‖Lp 6 cp‖f‖Lp âíå çàâèñèìîñòè îò f .

8. (12) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé L1 ìàðòèíãàë åñòü ðàçíîñòü íåîòðèöà-
òåëüíûõ ìàðòèíãàëîâ.

9. (10) Ïóñòü äâå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû â Rd îäèíàêîâî èçìåðÿþò îò-
êðûòûå øàðû. Ñëåäóåò ëè èç ýòîãî, ÷òî ýòè ìåðû ñîâïàäàþò?

10. Ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì íà ðåø�åòêå Zd íàçîâ�åì ïðîöåññ, êîòîðûé
èç âåðøèíû Sn ñ âåðîÿòíîñòüþ (2d)−1 ïåðåõîäèò â îäíó èç ñîñåä-
íèõ âåðøèí Sn+1 (âñå ïåðåõîäû íåçàâèñèìû). Ïóñòü òàêæå S0 åñòü
íà÷àëî êîîðäèíàò. à)(10) Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà
ïëîñêîñòè ïîñåòèò íà÷àëî êîîðäèíàò áåñêîíå÷íî ÷àñòî. á)(8) Äîêà-
æèòå, ÷òî ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå â ïðîñòðàíñòâå ïî÷òè íàâåðíî â
íà÷àëî êîîðäèíàò íå âåðí�åòñÿ.
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