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Äåäëàéí 09.12.17

1. Ïóñòü f � ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ∗ ïî ïðàâèëó

f ∗(ζ) = sup
x

(
ζx− f(x)

)
.

(a) (2) Äîêàæèòå, ÷òî f ∗ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ;

(b) (6) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè f èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî f = f ∗∗;

(c) (8) Ïóñòü f � ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è ïóñòü f äèôôåðåí-
öèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Äîêàæèòå, ÷òî f

∗ äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå f ′(x0) è (f ∗)′(f ′(x0)) = x0.

2. Ïóñòü f : [−1, 1]→ R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì ïðåäåë

lim
ε→0+

( −ε∫
−1

f(y) dy

y
+

1∫
ε

f(y) dy

y

)
.

(a) (4) Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, åñëè ôóíê-
öèÿ f ã�åëüäåðîâà ñ íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì;

(b) (4) Äîêàæèòå, ÷òî óêàçàííûé ïðåäåë ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü,
åñëè f ïðîñòî íåïðåðûâíà.

3. à) (4) Ïóñòü f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà îò-
ðåçêå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, òàêàÿ ÷òî

∣∣∣∣
b∫

a

f(t) cos(λt) dt

∣∣∣∣ 6 C(1 + λ)−1, λ > 0.

á)(14) Ïóñòü f � òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
íà îòðåçêå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, òàêàÿ ÷òî

∣∣∣∣
b∫

a

f(t) cos(λt2) dt

∣∣∣∣ 6 C(1 + λ)−
1
2 , λ > 0.

4. (4) Ñèìâîëîì an îáîçíà÷èì ÷èñëî öèôð, íå ìåíüøèõ ïÿòè, ÷èñëà 2n.
Âû÷èñëèòå ñóììó ðÿäà

∑∞
n=1

an
2n
.
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5. (4) Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Äî-
êàæèòå, ÷òî s 7→ sf(s−1) � òîæå âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ.

6. (6) Ïóñòü g � òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íà (0,+∞),
òàêàÿ, ÷òî g(x) > 0, g′(x) > 0 è g′′(x) > 0 ïðè x > 0, à òàêæå

lim
x→∞

g′(x)g′′′(x)

(g′′(x))2
= c, c 6= 1.

Äîêàæèòå, ÷òî

lim
x→∞

g(x)g′′(x)

(g′(x))2
=

1

2− c
.

7. (8) Ïóñòü ôóíêöèÿ w çàäàíà íåÿâíûì óðàâíåíèåì w(z)ew(z) = z.
Íàéäèòå ïåðâûå òðè ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ôóíêöèè w íà áåñêîíå÷-
íîñòè.

8. à) (6) Ïóñòü ôóíêöèè fn íåïðåðûâíû è íåîòðèöàòåëüíû íà [0, 1].
Ïóñòü f(x) =

∑∞
n=1 fn(x) (ïîòî÷å÷íûé ïðåäåë) � òîæå íåïðåðûâ-

íàÿ íà [0, 1] ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà
∑∞

n=1 fn ðàâ-
íîìåðíà íà [0, 1].

á) (6) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíê-
öèé gn ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî ê íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g.
Äîêàæèòå, ÷òî ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà.

9. (6) Ôóíêöèÿ f : R → [−1, 1] äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìà. Ïóñòü (f ′(0))2 + f(0)2 = 4. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ x ∈ R, äëÿ
êîòîðîãî f(x) + f ′′(x) = 0.

10. à) (4) Äëÿ n ∈ N è x ∈ [0, 1] íàéäèòå ñóììó
∑n

k=0 kC
k
nx

k(1− x)n−k.
á) (6) Äëÿ n ∈ N è x ∈ [0, 1] äîêàæèòå, ÷òî

n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k 6 n

4
.

â) (8) Ïóñòü f : [0, 1]→ R � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ íàòóðàëüíîãî
n îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Bn(x) =

∑n
k=0C

k
nf(

k
n
)xk(1−x)n−k. Äîêàæè-

òå, ÷òî, åñëè ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [0, 1], òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Bn ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà [0, 1].

2


