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Äìèòðèé Ñòîëÿðîâ

Î ñâîéñòâàõ ãëàäêîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïóñòü Σ � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Rd (íàïðèìåð, ãèïåðïîâåðõíîñòü). Êîãäà ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåä íà Σ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f , ñóììèðóåìîé ñî
ñòåïåíüþ p? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà p: åñëè p = 1, òî âñåãäà (òàê êàê
ôóíêöèÿ f̂ íåïðåðûâíà), à åñëè p = 2, òî òîëüêî â ñëó÷àå êîãäà ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà Σ
ïîëîæèòåëüíà. Â ïðîìåæóòî÷íîì ðåæèìå p ∈ (1, 2) ñèòóàöèÿ áîëåå èíòåðåñíà, è îòâåò ìî-
æåò çàâèñåòü îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà Σ, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê åãî êðèâèçíà.
Ñêàæåì, íåëüçÿ îïðåäåëèòü ñëåä f̂ íà ãèïåðïëîñêîñòè, åñëè p > 1.

Ïðèìåð ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà â ýòîé îáëàñòè � òåîðåìà Ñòåéíà�Òîìàñà (1975):

‖f̂ |Sd−1‖L2(Sd−1) ≤ C‖f‖Lp(Rd), p ∈
[
1,

2d + 2

d + 3

]
,

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëåä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ñôåðå. Ñôåðó â ýòîé òåîðåìå
ìîæíî çàìåíèòü ëþáîé êîìïàêòíîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñ íåâûðîæ-
äåííîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Lp-ôóíêöèè îáëàäàåò
íåîæèäàííûì ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè � äàëåêî íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, ñóììèðóåìàÿ ñî
ñòåïåíüþ p

p−1
(íàïîìíèì, ÷òî f̂ ∈ L p

p−1
), èìååò ñëåä íà ãèïåðïîâåðõíîñòè.

À êîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåä ïðîèçâîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå Lp-ôóíêöèè íà
ñôåðå? Èíûìè ñëîâàìè, ìîæåò ëè íåðàâåíñòâî

‖∇(f̂)|Sd−1‖L2(Sd−1) ≤ C‖f‖Lp(Rd)

áûòü âåðíûì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ p? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëüíûé, è ïðèìåð
ïîñòðîèòü íåñëîæíî. Îäíàêî, íåðàâåíñòâî ñòàíåò âåðíûì, åñëè, íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ôóíêöèÿ f̂ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ñôåðå. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ëèøü
âûñîêîé ãëàäêîñòè ñóæåíèÿ f̂ íà ñôåðó:

‖∇(f̂)|Sd−1‖L2(Sd−1) ≤ C
(
‖f‖Lp(Rd) + ‖f̂‖H`(Sd−1)

)
.

ß ðàññêàæó î êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ñâÿçàííîé ñ òåîðåìîé Ñòåéíà�Òîìàñà, è îïèøó
íåêîòîðóþ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ Ì. Ãîëüäáåðãà è ìåíÿ, êàñàþùèõñÿ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïîñëå äîêëàäà áóäåò êðàòêîå îðãàíèçàöèîííîå ñîáðàíèå.

Ïðèãëàøàþòñÿ âñå æåëàþùèå!


