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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü G = SLn � ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà, n > 3, à K � ïîäêîëüöî
êîììóòàòèâíîãî êîëüöà A ñ 1.

Ïðîáëåìà

Îïèñàòü ðåøåòêó ïîäãðóïï, ëåæàùèõ ìåæäó ãðóïïàìè G (K ) è G (A).

L = L
(
E (K ),G (A)

)
E (R) := 〈e + reij | 1 6 i 6= j 6 n, r ∈ R〉.
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Ñòàíäàðòíûé îòâåò

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè âñå òàêèå ïîäãðóïïû ëåæàò
�íåäàëåêî� îò ãðóïï G (R) íàä ïðîìåæóòî÷íûìè ïîäêîëüöàìè R.

Îïðåäåëåíèå

Ðåøåòêà L íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé, åñëè îíà ðàçáèâàåòñÿ â äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå òàê íàçûâàåìûõ "ñýíäâè÷åé"

L
(
E (R),NA(R)

)
,

ãäå R � ïîäêîëüöî â A, à NA(R) � íîðìàëèçàòîð E (R) â G (A).

Ïðè ýòîì ôàêòîðãðóïïà NA(R)/E (R) äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ êîëåö ðàçðåøèìà, à
äëÿ êîëåö ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ 6 1 ñîâñåì íåáîëüøàÿ è ÷àùå âñåãî ìîæåò
áûòü ÿâíî âû÷èñëåíà.
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Ãðóïïû Øåâàëëå

Âìåñòî SLn â êà÷åñòâå G ìîæíî ðàññìîòðåòü äðóãóþ ðàñùåïèìóþ
êëàññè÷åñêóþ ãðóïïó èëè äàæå ãðóïïó Øåâàëëå.
Êàæäàÿ ãðóïïà Øåâàëëå ïî÷òè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñèñòåìîé êîðíåé
� êîíå÷íûì íàáîðîì âåêòîðîâ, îáëàäàþùèì áîëüøèì çàïàñîì ñèììåòðèé.
Ñèñòåìà êîðíåé ãðóïï SLn è SO2n îáîçíà÷àþòñÿ An−1 è Dn ñîîòâåòñòâåííî.
Âñå êîðíè â ýòèõ ñèñòåìàõ èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó. Òàêèå ñèñòåìû
íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè.
Ñèñòåìû êîðíåé Bn è Cn äëÿ ãðóïï SO2n+1 è Sp2n ñîäåðæàò êîðíè ðàçíîé
äëèíû. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå ñèñòåìû èìåþò äâîéíûå ñâÿçè.
Äàëåå, G = G (Φ, ) � ãðóïïà Øåâàëëå ñ ñèñòåìîé êîðíåé Φ.
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Ñèñòåìà êîðíåé ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè, äâîéêà îáðàòèìà

Óäèâèòåëüíî, íî ïîëó÷àþùèåñÿ ðåçóëüòàòû î ñòàíäàðòíîñòè ðåøåòêè L äëÿ
ãðóïï Øåâàëëå, îòâå÷àþùèõ ñèñòåìàì êîðíåé ñ ïðîñòûìè è äâîéíûìè
ñâÿçÿìè, àáñîëþòíî ðàçíûå.
Ãðóáî ãîâîðÿ, äëÿ ñèñòåì ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå
âûïîëíåíî âñåãäà, à ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè � òîëüêî ïðè î÷åíü æåñòêîì
óñëîâèè íà ðàñøèðåíèå êîëåö.

Òåîðåìà (ÀÂÑ 2012)

Ïóñòü Φ � ñèñòåìà êîðíåé ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè (ò. å. Φ = Bn,Cn,F4), è
1/2 ∈ K . Òîãäà ðåøåòêà L ñòàíäàðòíà.
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Ñèñòåìà êîðíåé ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè, äâîéêà íå

îáðàòèìà

Â ñëó÷àå ñèñòåìû êîðíåé ñ äâîéíûìè ñâÿçÿìè è íåîáðàòèìîé äâîéêè
ïîíÿòèå ñòàíäàðòíîñòè íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü, äîáàâèâ ñýíäâè÷è,
ñîîòâåòñòâóþùèå äîïóñòèìûì ïàðàì (îäíà àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà íà
äëèííûõ êîðíÿõ, äðóãàÿ � íà êîðîòêèõ).

Òåîðåìà (Ý. Áàê, ÀÂÑ 2016; ßÍÍ, ÀÂÑ 2019)

Ïóñòü Φ = Bn,Cn, n > 2 è 2 = 0 â K . Òîãäà ðåøåòêà L ñòàíäàðòíà.

Ïðîáëåìà

Äîêàçàòü ñòàíäàðòíîñòü îïèñàíèÿ ðåøåòêè L ïðè Φ = F4 è 2 = 0.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü î÷åíü ñëîæíîé.

Ïðîáëåìà

Äîêàçàòü ñòàíäàðòíîñòü îïèñàíèÿ ðåøåòêè L äëÿ ñèñòåì êîðíåé ñ äâîéíûìè
ñâÿçÿìè èëè ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð.
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Êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ êîëåö I

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü óñëîâèå íà ðàñøèðåíèå êîëåö, êîòîðîå ãèïîòåòè÷åñêè
ðàâíîñèëüíî ñòàíäàðòíîñòè ðåøåòêè L äëÿ ãðóïï Øåâàëëå, îòâå÷àþùèõ
ñèñòåìàì êîðíåé ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè.

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò r ∈ A íàçûâàåòñÿ êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèì íàä K , åñëè ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí íàä K ñ óíèìîäóëÿðíîé ñòðîêîé êîýôôèöèåíòîâ, êîðíåì êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ r .
Êîëüöî A íàçûâàåòñÿ êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèì íàä K , åñëè âñå åãî ýëåìåíòû
êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèå.

Ãðóáî ãîâîðÿ, êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî öåëûå ðàñøèðåíèÿ, è
ëîêàëèçàöèè îäíîìåðíûõ êîëåö.
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Êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ êîëåö II

Òåîðåìà (ÀÂÑ 2004)

Ïóñòü A � îáëàñòü öåëîñòíîñòè, à K � êîíå÷íîïîðîæäåííàÿ àëãåáðà íàä
ïîëåì èëè íàä Z.
A ÿâëÿåòñÿ êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèåì K òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

1 A öåëîå ðàñøèðåíèå K èëè

2 dimK 6 1 è A ñîäåðæèòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîì çàìûêàíèè ïîëÿ ÷àñòíûõ
êîëüöà K .

Ïðîáëåìà

Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîã ïðåäûäóùåé òåîðåìû áåç
äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà A è K .
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Íåñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå ïîäãðóïï

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïîñòðîåí êëàññ êîíòðïðèìåðîâ ê ñòàíäàðòíîñòè
ðåøåòêè L .

Òåîðåìà (ÀÂÑ 2010)

Ïóñòü Φ � ñèñòåìà êîðíåé ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè, ò.å. Φ = An,Dn,En.
Åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèì íàä K , òî ðåøåòêà L íå
ñòàíäàðòíà.

Åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèì íàä K , òî çàäà÷à îïèñàíèÿ
ðåøåòêè L âêëþ÷àåò â ñåáÿ çàäà÷ó îïèñàíèÿ ðåøåòêè L

(
E (F ),G (F [t])

)
, ãäå

F � ïîëå.

Òåîðåìà (ÀÂÑ 2010)

Ïóñòü Φ � ñèñòåìà êîðíåé ñ ïðîñòûìè ñâÿçÿìè, G � ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà
Øåâàëëå òèïà Φ, à F � ïîëå.
Ñóùåñòâóåò g ∈ E (F [t]) òàêîé, ÷òî ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ E (F ) è g ðàâíà
ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ E (F ) ∗ 〈g〉.
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Còàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå äëÿ ëþáîé ñèñòåìû êîðíåé

Ïóñòü Φ 6= A1 � ñèñòåìà êîðíåé. Åñëè Φ = C2 = B2, òî ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1/2 ∈ K .

Òåîðåìà (ßÍÍ 1983; ßÍÍ 2013)

Åñëè A � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K , òî ðåøåòêà L ñòàíäàðòíà.

Òåîðåìà (ßÍÍ, À. Â. ßêóøåâè÷ 2000)

Åñëè A � ïîëå ÷àñòûõ îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ K , òî ðåøåòêà L ñòàíäàðòíà.

Ïðîáëåìà

Îñëàáèòü óñëîâèå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, âçÿâ â êà÷åñòâå K äåäåêèíäîâî
êîëüöî.

Ýòî ñäåëàíî äëÿ Φ = An,Dn. Òàê ÷òî îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñ Φ = E6,E7,E8,G2.
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Ãèïîòåçà

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âûäâèíóòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

Ãèïîòåçà

Ïóñòü Φ � ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà áîëüøåãî 2, èëè Φ = C2 è 1/2 ∈ K .
Ðåøåòêà L ñòàíäàðòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:

1 Φ � ñèñòåìà êîðíåé ñ êðàòíûìè ñâÿçÿìè;

2 A ÿâëÿåòñÿ êâàçè-àëãåáðàè÷åñêèì íàä K .
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Íóæèíà

Òåîðåìà (ßÍÍ 1983; ßÍÍ 2013)

Åñëè A � àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K , òî ðåøåòêà L ñòàíäàðòíà.

Èëëþñòðèðóåì íà G = SLn.
Ïóñòü R � ìàêñèìàëüíîå ïîäïîëå â A òàêîå, ÷òî E (R) 6 H.
Ïóñòü g = uhv ∈ H r NA(R), ãäå u � íèæíÿÿ, v � âåðõíÿÿ óíèòðåóãîëüíûå
ìàòðèöû, à h � äèàãîíàëüíàÿ.
gt1n(r)g−1 = u(ht1n(r)h−1)u−1 = ut1n(ar)u−1 ∈ H äëÿ ëþáîãî r ∈ R.
Óìíîæàÿ ïðåäâàðèòåëüíî g íà ìàòðèöû èç E (K ) ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû
a /∈ R.
t1n(r) = ut1n(r)u−1 ∈ H äëÿ ëþáîãî r ∈ R.
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Ëåììà Äèêñîíà�Áàøêèðîâà

Òåîðåìà (Ë.Äèêñîí ≈ 1905, Å.Ë.Áàøêèðîâ 1982)

Ïóñòü R ⊆ A � ïîëÿ, a ∈ A � àëãåáðàè÷åñêèé ýëåìåíò íàä R.
Òîãäà 〈t12(ar), t21(r) | r ∈ R〉 = SL2(R[a]).

Â íàøåì ñëó÷àå èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ut1n(a)u−1 = t1n(a) ∈ H �
ïðîòèâîðå÷èå.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòàíäàðòíîñòè äëÿ öåëîãî

ðàñøèðåíèÿ êîëåö

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Íóæèíà âçÿòü ïîäñèñòåìó òèïà A2 âìåñòî
ïîäñèñòåìû òèïà A1.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âìåñòî gt1n(r)g−1 ðàññìîòðåòü

gt1n(r1)t1 n−1(r1)t2n(r3)g−1, ãäå r1, r2, r3 ∈ R.
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