
Занятие 1. Упражнения из теории меры и повторение
интегралов с параметром

7 сентября 2021 г.

1. Пусть A и B — полукольца множеств пространств X и Y соответственно. Докажите,
что семейство множеств

C =
{
A×B

∣∣∣A ∈ A, B ∈ B
}

— тоже полукольцо множеств пространства X × Y .

2. Пусть A — полукольцо множеств пространства X. Рассмотрим семейства множеств

R0(A) =
{ n⋃
j=1

Aj

∣∣∣Aj ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅
}
; R(A) =

{ n⋃
j=1

Aj

∣∣∣Aj ∈ A
}
.

Докажите, что R = R0.

3. Вычислите следующие пределы:

1. limα→0

1+α∫
1−α

dx
α+x2(α+α3)

,

2. limR→+∞
∫ π
0
e−R sin θ dθ,

3. limR→+∞
∫ 2π

0
e−R sin θ dθ,

4. limR→+∞
∫ π
0
e− sinRθ dθ,

5. limR→+∞
∫ π
0
e−R sinRθ dθ.

4. Для целого числа n рассмотрим функцию Бесселя Jn(x) = 1
π

∫ π
0
cos(nϕ − x sinϕ) dϕ.

Докажите тождество
x2J ′′n(x) + xJ ′n(x) + (x2 − n2)Jn(x) = 0.

5. Вычислите следующие интегралы, дифференцируя по параметрам (будьте осторожны
— важно следить за сходимостью интегралов!)

1.
1∫
0

xb−xa
lnx

dx, a, b > 0,

2.
∞∫
0

sinx
x
e−ax dx,

3.
∞∫
0

sinλ cos(λx)dλ
λ
,

4.
∞∫
0

e−x
2− a2

x2 dx.


