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Àííîòàöèÿ

Çàìåòêà ïîñâÿùåíà êëàññàì ôóíêöèé, ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèõ â ñðåäíåì (â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿì ïðîñòðàíñòâà BMO è âåñàì Ìàêåíõàóïòà). Â ðàáîòå [10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
äâóõ ôóíêöèé íà îòðåçêå èç òàêîãî êëàññà ìîæíî ïîäîáðàòü òðåòüþ ôóíêöèþ òîãî æå êëàññà,
ðàâíîèçìåðèìóþ ñ èõ ñêëåéêîé, åñëè âûïîëíåíî ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå. Ýòîò ðåçóëü-
òàò âëå÷�åò ëîêàëüíóþ âîãíóòîñòü îïðåäåë�åííûõ ôóíêöèé Áåëëìàíà. Ìû ïåðåíåñ�åì îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10] íà ñëó÷àé àíàëîãè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè è ïðÿìîé.
Îñíîâíàÿ èäåÿ (èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèè ãîìîãåíèçàöèè) ïðèíàäëåæèò Ô. Ë. Íàçàðîâó.

1 Ïîñòàíîâêà

Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ðàçëè÷íûìè êëàññàìè ôóíêöèé, ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèõ â ñðåäíåì. Íàì
áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìàëèçìîì ðàáîòû [4]. Ïóñòü Ω0 è Ω1 � ìíîæåñòâà íà ïëîñêîñòè,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Ìíîæåñòâà Ω0 è Ω1 îòêðûòû, ñòðîãî âûïóêëû, íåîãðàíè÷åíû è íå ñîâïàäàþò ñî âñåé ïëîñêî-
ñòüþ.

2. Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå clΩ1 ⊂ Ω0; ìàêñèìàëüíûå âïèñàííûå êîíóñû ìíîæåñòâ Ω0 è Ω1 ñîâ-
ïàäàþò.

3. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà Ω1 äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà.

Îáëàñòü clΩ0\Ω1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ω. Ñëåäóÿ ðàáîòå [11], ìû áóäåì íàçûâàòü îáëàñòè òàêîãî òèïà
ëèíçàìè. Òàêæå ââåä�åì îáîçíà÷åíèå ∂fixedΩ = ∂Ω0 äëÿ æ�åñòêîé ãðàíèöû ìíîæåñòâà Ω è ∂freeΩ = ∂Ω1

äëÿ ñâîáîäíîé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü I � îòðåçîê íà ïðÿìîé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóììèðóåìàÿ1 ôóíê-

öèÿ ϕ : I → ∂fixedΩ ìåäëåííî îñöèëëèðóåò â ñðåäíåì, åñëè èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå 〈ϕ〉
J
∈ Ω äëÿ

âñÿêîãî ïîäîòðåçêà J ⊂ I. Êëàññ ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèõ â ñðåäíåì ôóíêöèé îáîçíà÷èì ñèìâî-

ëîì AΩ.

Çäåñü è â äàëüíåéøåì, ñèìâîë 〈ψ〉
E
îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó

∫
E
ψ

|E| � ñðåäíåå ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ψ

ïî èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó E. Â ðàáîòå [10] áûëà äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1 (Ñëåäñòâèå 3.13 ðàáîòû [10]). Äëÿ âñÿêîé ïàðû ôóíêöèé ϕ+, ϕ− êëàññà AΩ, òàêèõ
÷òî [〈ϕ+〉I , 〈ϕ−〉I ] ⊂ Ω, è âñÿêîé ïàðû íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë α+, α−, òàêèõ ÷òî α+ + α− = 1,
íàéä�åòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ AΩ, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà E ⊂ ∂fixedΩ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∣∣∣{t ∈ I ∣∣ ϕ(t) ∈ E

}∣∣∣ = α+

∣∣∣{t ∈ I ∣∣ ϕ+(t) ∈ E
}∣∣∣+ α−

∣∣∣{t ∈ I ∣∣ ϕ−(t) ∈ E
}∣∣∣.

1Âñå ôóíêöèè è ìíîæåñòâà â ýòîé çàìåòêå èçìåðèìû.
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Èíûìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ϕ ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñêëåéêè ôóíêöèé ϕ+

è ϕ− â ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîïîðöèè. Ýòî ïðåäëîæåíèå çàìåíÿåò ñîáîé ôîðìàëüíî íåâåðíûé ïðèí-
öèï: åñëè ôóíêöèè ϕ+ è ϕ−, çàäàíûå íà îòðåçêå [0, 1], ìåäëåííî îñöèëëèðóþò â ñðåäíåì, è âûïîë-
íåíî ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå [〈ϕ+〉I , 〈ϕ−〉I ] ⊂ Ω, òî ôóíêöèÿ

ϕ : [0, 1]→ ∂fixedΩ, ϕ(x) =

{
ϕ+(α−1

+ x), x ∈ [0, α+);

ϕ−(1− α−1
− (1− x)), x ∈ [α+, 1],

ìåäëåííî îñöèëëèðóåò â ñðåäíåì. Îïðåäåë�åííàÿ âûøå ñêëåéêà íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò êëàñ-
ñó AΩ, ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü ñëèøêîì áîëüøîé ñêà÷îê â òî÷êå α+ (îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè
ìåäëåííîé ñðåäíåé îñöèëëÿöèè íå ìîãóò èìåòü ñëèøêîì áîëüøèõ ñêà÷êîâ). Ïðåäëîæåíèå 1 óòâåð-
æäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñî ñêëåéêîé, è ïðèíàäëåæàùàÿ ÷óòü êëàññó AΩ.
Íà ñàìîì äåëå, âåðåí áîëåå ñèëüíûé ôàêò: ôóíêöèÿ, ðàâíîèçìåðèìàÿ ñî ñêëåéêîé, è ïðèíàäëåæà-
ùàÿ ÷óòü êëàññó AΩ, ìîæåò áûòü âûáðàíà ìîíîòîííîé.

Ââåä�åì â ðàññìîòðåíèå åù�å îäèí êëàññ ôóíêöèé. Ïóñòü T � îêðóæíîñòü, ñíàáæ�åííàÿ âåðî-
ÿòíîñòíîé ìåðîé Ëåáåãà. Ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê 1-ïåðèîäè÷åñêèå
ôóíêöèè íà ïðÿìîé. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèè ϕ íà îêðóæíîñòè 1-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ íà
ïðÿìîé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ϕïåð.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ : T→ ∂fixedΩ ìåäëåííî îñöèëëèðóåò â ñðåäíåì,
åñëè äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà J ⊂ R âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå 〈ϕïåð.〉J ∈ Ω. Êëàññ ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèõ
â ñðåäíåì ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè îáîçíà÷èì ñèìâîëîì A◦Ω.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
A◦Ω ↪→ AΩ (1)

ïîñðåäñòâîì ñóæåíèÿ ôóíêöèé ϕïåð. íà îòðåçîê [0, 1]. Ýòî âëîæåíèå íå ïîêðûâàåò êëàññ AΩ (íàïðè-
ìåð, ôóíêöèÿ ϕ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê −∞ íà ëåâîì êîíöå èíòåðâàëà è ê +∞ íà ïðàâîì, òàêèì âëîæåíèåì
íå íàêðûâàåòñÿ).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè òîæå ìîæíî ñêëåèâàòü. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ
îïðåäåëåíèå ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè Ω.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî Ω̃ ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì ëèíçû Ω åñëè Ω̃ = clΩ0 \ Ω̃1, ãäå
ìíîæåñòâî Ω̃1 óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è ìíîæåñòâî Ω1 (òàêèì îáðàçîì, Ω̃ �

ëèíçà), è âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå clΩ̃1 ⊂ Ω1.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ âñÿêîãî ðàñøèðåíèÿ Ω̃ îáëàñòè Ω, âñÿêîé ïàðû îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ϕ+, ϕ−
êëàññà A◦Ω, òàêèõ ÷òî [〈ϕ+〉T , 〈ϕ−〉T ] ⊂ Ω, íàéä�åòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ A◦

Ω̃
, òàêàÿ ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíî-

æåñòâà E ⊂ ∂fixedΩ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∣∣∣{t ∈ I ∣∣ ϕ(t) ∈ E
}∣∣∣ =

1

2

∣∣∣{t ∈ I ∣∣ ϕ+(t) ∈ E
}∣∣∣+

1

2

∣∣∣{t ∈ I ∣∣ ϕ−(t) ∈ E
}∣∣∣. (2)

Àâòîðó íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ñêëåèâàåìûõ ôóíê-
öèé. Òàê êàê äîñòèæåíèþ íàøèõ öåëåé ýòî òðåáîâàíèå íå ìåøàåò, ìû íå áóäåì îò íåãî èçáàâëÿòüñÿ.
Êðîìå òîãî, ìû ñêëåèâàåì ôóíêöèè ëèøü â ïðîïîðöèè 1 : 1, à íå â ïðîèçâîëüíîé: çàèíòåðåñîâàíûé
÷èòàòåëü ëåãêî èçìåíèò ðàññóæäåíèå, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò.

Êëþ÷åâîå äëÿ äàííîé ðàáîòû ïðåäëîæåíèå 2 áûëî ñîîáùåíî àâòîðó Ô. Ë. Íàçàðîâûì ïîñëå äî-
êëàäà ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [10]. ß áëàãîäàðåí Ô. Ë. Íàçàðîâó çà ýòî. Òàêæå âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü
Ï. Á. Çàòèöêîìó è Â. È. Âàñþíèíó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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2 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2

Îñíîâíàÿ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 2 ïðèíàäëåæèò îïåðàöèè ãîìîãåíèçàöèè ôóíêöèé.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ïåðåñàäêó ôóíêöèè ñ îòðåçêà íà îòðåçîê.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ íà îòðåçêå I = [i1, i2]. Ôóíêöèÿ ϕI→J íà îòðåçêå J = [j1, j2],
çàäàíàÿ ïî ïðàâèëó

ϕI→J(x) = ϕ
(

(x− j1)
i2 − i1
j2 − j1

+ i1

)
, x ∈ J,

íàçûâàåòñÿ ïåðåñàäêîé ôóíêöèè ϕ íà îòðåçîê J .

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü λ ∈ (0, 1). Ñîïîñòàâèì ýòîìó ÷èñëó ðàçáèåíèå îòðåçêà [− 1
2 ,

1
2 ] íà ïîäî-

òðåçêè:

Ik,± =
[
± 1− λk−1

2
,±1− λk

2

]
, k ∈ N.

Ïóñòü ϕ � ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [− 1
2 ,

1
2 ]. Ôóíêöèÿ Γλ[ϕ], íàçûâàåìàÿ λ-ãîìîãåíèçàöèåé ôóíêöèè ϕ,

çàäàíà íà îòðåçêå [− 1
2 ,

1
2 ] ñîãëàñíî ïðàâèëó

Γλ[ϕ] = ϕ[− 1
2
, 1
2
]→Ik,±

íà îòðåçêå Ik,±, k ∈ N.

Åñëè ϕ � ôóíêöèÿ íà îêðóæíîñòè, òî å�å λ-ãîìîãåíèçàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðèîäè÷åñêîå ïðî-

äîëæåíèå ôóíêöèè Γλ[ϕïåð.|[− 1
2 ,

1
2 ]].

Îòìåòèì, ÷òî Γλ[ϕ] èìååò òó æå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî è ϕ:

∀E ⊂ ∂fixedΩ
∣∣∣{t ∈ [− 1

2
,

1

2

] ∣∣∣ ϕ(t) ∈ E
}∣∣∣ =

∣∣∣{t ∈ [− 1

2
,

1

2

] ∣∣∣ Γλ[ϕ](t) ∈ E
}∣∣∣.

Êðîìå òîãî, íàì áóäåò óäîáíî ïðîäîëæèòü ðàçáèåíèå {Ik,±} ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ïðÿìóþ. Íàèáîëåå
âàæíîå ñâîéñòâî ýòîãî ðàçáèåíèÿ � òî ÷òî äëèíà ñîñåäíèõ îòðåçêîâ îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå, ÷åì â λ
ðàç.

Ëåììà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ íà îêðóæíîñòè îãðàíè÷åíà è ìåäëåííî îñöèëëèðóåò â ñðåäíåì. Äëÿ

âñÿêîãî ðàñøèðåíèÿ Ω̃ ëèíçû Ω ñóùåñòâóåò ÷èñëî λ(Ω̃, ϕ) ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî ôóíêöèÿ Γλ[ϕ] ïðè-
íàäëåæèò êëàññó A◦

Ω̃
ïðè âñÿêîì λ ∈ (λ(Ω̃, ϕ), 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, íàäîáíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà J ⊂ R âû-
ïîëíåíî âêëþ÷åíèå

〈Γλ[ϕ]〉
J
⊂ Ω̃. (3)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äëèííûå è êîðîòêèå îòðåçêè J ðàçäåëüíî. Ïóñòü r � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, êîòîðîå ìû âûáåðåì âïîñëåäñòâèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòðåçîê J ÿâëÿåòñÿ r-äëèííûì, åñëè
îí íàêðûâàåò õîòÿ áû r îòðåçêîâ Ik,± öåëèêîì (íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðîäîëæèëè ðàçáèåíèå {Ik,±}
ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ ïðÿìóþ). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçîâ�åì îòðåçîê J r-êîðîòêèì.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àåâ, îáîçíà÷èì êîìïàêò, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ, ñèìâîëîì K. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî K âûïóêëûì.
Ñèìâîëîì x îáîçíà÷èì òî÷êó 〈ϕ〉

[− 1
2
, 1
2
]
.

Ñëó÷àé r-äëèííîãî îòðåçêà. Ïóñòü êîíöû îòðåçêà J ïðèíàäëåæàò îòðåçêàì Ik,± è Il,±. Ïóñòü J̃ =
J \ (Ik,± ∪ Il,±). Â òàêîì ñëó÷àå,

〈Γλ[ϕ]〉
J

=
|J̃ |
|J |

x+
|J ∩ Ik,±|
|J |

〈ϕ〉
J∩Ik,±

+
|J ∩ Il,±|
|J |

〈ϕ〉
J∩Il,±

. (4)
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Íåòðóäíî âèäåòü, èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî íàøåãî ðàçáèåíèÿ, ÷òî

|J ∩ Ik,±|
|J |

+
|J ∩ Il,±|
|J |

6
2

1 +
r−1∑
j=1

λj
.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4) ïîêàçûâàåò, ÷òî

〈Γλ[ϕ]〉
J

= α+x+ α−y, α+ + α− = 1, α± > 0, (5)

ãäå òî÷êà y ëåæèò â êîìïàêòå K, α− 6 2−2λ
2−λ−λr . Ïîñëåäíåå ÷èñëî ñòðåìèòñÿ ê 2/r êîãäà λ → 1.

Ñòàëî áûòü, âûáèðàÿ ÷èñëî r äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü óñëîâèå (3) äëÿ âñåõ r-
äëèííûõ èíòåðâàëîâ, ïîëàãàÿ ÷èñëî 1− λ äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèì.

Ñëó÷àé r-êîðîòêîãî îòðåçêà. Ïóñòü J � r-êîðîòêèé îòðåçîê. Îí ïîêðûâàåò s < r îòðåçêîâ
ðàçáèåíèÿ Ik,± (ïîêðûòûå îòðåçêè íàçîâ�åì Ikj ), äâà êðàéíèõ èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàêðûòû íå
ïîëíîñòüþ. Ìû ìîæåì ðàñïèñàòü ñðåäíåå ïî îòðåçêó J êàê âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ñðåäíèõ ïî
îòðåçêàì ðàçáèåíèÿ:

〈Γλ[ϕ]〉
J

=

s∑
j=1

|Ikj ∩ J |
|J |

〈ϕ〉
Ikj
∩J . (6)

Ðàñòÿíåì òåïåðü âñå îòðåçêè Ikj òàê, ÷òîáû îíè èìåëè îäèíàêîâóþ äëèíó (è ïðè ýòîì ñîñåäíèå
îòðåçêè ïî ïðåæíåìó áûëè ñîñåäíèìè). Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äëèíàìè îòðåçêîâ èçìå-
íèëèñü íå áîëåå, ÷åì â λ−r ðàç. Îòðåçîê J ïðè ýòîì ïåðåø�åë â íåêîòîðûé îòðåçîê J̃ . Ïåðåñàäèâ
ôóíêöèþ ϕ íà ðàñòÿíóòûå îòðåçêè, ìû ìîæåì íàïèñàòü àíàëîã ðàâåíñòâà (6) äëÿ ñðåäíåãî óæå
ôóíêöèè ϕ ïî îòðåçêó J̃ . Ñðåäíèå ôóíêöèé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (6) è åãî àíàëîãà íå îòëè-
÷àþòñÿ, à êîýôôèöèåíòû èçìåíÿòñÿ íå áîëåå, ÷åì â λ−r ðàç. Ñòàëî áûòü, åñëè ÷èñëî λ äîñòàòî÷íî
áëèçêî ê åäèíèöå, òî òî÷êà 〈Γλ[ϕ]〉

J
ëåæèò íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå ÷åì s(1−λr) diamK îò 〈ϕ〉

J̃
. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (3) âûïîëíåíî, åñëè λ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê åäèíèöå (ïðè ôèêñèðîâàííîì
÷èñëå r).

Êàê âûáðàòü ïàðàìåòðû r è λ. Ñíà÷àëà ìû âûáèðàåì ÷èñëî r íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû èç
óñëîâèÿ (5) ïðè y ∈ K è α− < 1

r ñëåäîâàëî, ÷òî 〈Γλ[ϕ]〉
J
∈ Ω̃, è ôèêñèðóåì åãî. Ïîñëå ÷åãî âûáèðàåì

÷èñëî λ ñòîëü áëèçêèì ê åäèíèöå, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 2−2λ
2−λ−λr > 1

r , âî-

âòîðûõ, ÷òîáû ÷èñëî r(1− λr) diamK áûëî ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó Ω̃1 è K ∩ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ, çàäàíóþ ïî ôîðìóëå

ϕ(x) =

{
Γλ[ϕ+](x− 1

2 − 2k) x ∈ [2k, 2k + 1), k ∈ Z;

Γλ[ϕ−](x+ 1
2 − 2k) x ∈ [2k − 1, 2k), k ∈ Z.

(Ýòà ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2, ÷òîáû ïîëó÷èòü 1-ïåðèîäè÷íóþ ôóíêöèþ, íàäî ñäåëàòü
ñæàòèå â 2 ðàçà). Òàê êàê îïåðàöèÿ λ-ãîìîãåíèçàöèè íå ìåíÿåò ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè, ïîñòðî-
åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (2). Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1,
íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî 〈ϕ〉

J
∈ Ω̃ äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà J ⊂ R. Ïî ñóòè, ðàññóæäåíèå ïîëíîñòüþ

àíàëîãè÷íî ïðèâåä�åííîìó â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1. Ñëó÷àé r-êîðîòêèõ îòðåçêîâ íè÷åì íå îòëè-
÷àåòñÿ (ïîòîìó ÷òî êîðîòêèå îòðåçêè ïî ñóòè óñðåäíÿþò îäíó èç ôóíêöèé Γλ[ϕ+] è Γλ[ϕ−]). ×òî æå
êàñàåòñÿ r-äëèííûõ îòðåçêîâ, òî åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � ýòî òî, ÷òî íà ïîëíîñòüþ íàêðûòûõ îò-
ðåçêîì J îòðåçêàõ ðàçáèåíèÿ ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü êàê ôóíêöèÿ Γλ[ϕ+], òàê è Γλ[ϕ−]. Ñòàëî áûòü,
ôîðìóëà (5) îñòà�åòñÿ â ñèëå âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì α− 6 1−λ

2−λ−λr−1 , ëèøü òî÷êà x çàìåíÿåòñÿ íà
íåêîòîðóþ òî÷êó îòðåçêà [〈ϕ+〉T , 〈ϕ−〉T ], êîòîðàÿ ïî óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ ëåæèò â îáëàcòè Ω.
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3 Àáñòðàêòíîå ñëåäñòâèå

Äëÿ òåõíè÷åñêèõ öåëåé íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè �îòêðûòûå� êëàññû A◦, ò.å. àíàëîãè êëàññîâ A◦,
îïðåäåë�åííûå íà îòêðûòûõ îáëàñòÿõ.

Îïðåäåëåíèå 6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñåìåéñòâî {Ωα}α∈(0,1] åñòü ïîòîê ëèíç, åñëè

• Äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà α ∈ (0, 1] ìíîæåñòâî Ωα åñòü ëèíçà,

• Äëÿ âñÿêèõ ÷èñåë α, β ∈ (0, 1], β > α, ëèíçà Ωβ åñòü ðàñøèðåíèå ëèíçû Ωα,

• Äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà α
Ωα \ ∂freeΩα = ∪β<αΩβ .

Ïîòîêè ëèíç âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðîâ (ðå÷ü î êîòîðûõ
ïîéä�åò ïîçæå). Îòìåòèì, ÷òî âñå ëèíçû ïîòîêà èìåþò îäíó è òó æå æ�åñòêóþ ãðàíèöó (ýòî ñëåäóåò èç
âòîðîãî ñâîéñòâà). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ëèíçû Ω ñóùåñòâóåò ïîòîê, çàêàí÷èâàþùèéñÿ
íà íåé, ò.å. ïîòîê {Ωα}α, òàêîé ÷òî Ω1 = Ω.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü {Ωα} � ïîòîê ëèíç, çàêàí÷èâàþùèéñÿ íà ëèíçå Ω. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
ôóíêöèÿ ϕ : T→ ∂fixedΩ ïðèíàäëåæèò êëàññó A◦Ω,îòêð., åñëè ϕ ∈ A◦Ωα ïðè íåêîòîðîì α < 1.

Ïóñòü f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ∂fixedΩ. Ïîêà ÷òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f > 0. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèþ Áåëëìàíà2

B◦(x; Ω, f) = sup
{
〈f(ϕ)〉T

∣∣∣ 〈ϕ〉T = x, ϕ ∈ A◦Ω,îòêð. ∩ L∞(T)
}
, x ∈ Ω. (7)

Ýòà ôóíêöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà íà îáëàñòè Ω \ ∂freeΩ è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì B◦(x) = f(x) ïðè x ∈ ∂fixedΩ. Êàê îáû÷íî, ìû íå áóäåì óêàçûâàòü çàâèñèìîñòü ôóíêöèè
îò îáëàñòè è ãðàíè÷íîãî äàííîãî3, åñëè ýòà çàâèñèìîñòü íå ìåíÿåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ B◦ ëîêàëüíî âîãíóòà íà îáëàñòè Ω \ ∂freeΩ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäñòâèå âûâîäèòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (âîñõîäÿùèì ê [2]).
Ïóñòü x = 1

2x+ + 1
2x− è îòðåçîê [x+, x−] òàêæå ëåæèò â îáëàñòè Ω. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü

íåðàâåíñòâî

B◦(x) >
B◦(x+) + B◦(x−)

2
.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëî η > 0. Ïóñòü ϕ+ è ϕ− � îãðàíè÷åíûå ôóíêöèè êëàññà A◦Ω,îòêð., òàêèå ÷òî

〈ϕ±〉T = x±, 〈f(ϕ±)〉T > B◦(x±)− η.

Ïóñòü ϕ+ ∈ AΩα+ , ϕ− ∈ AΩα− , α± < 1. Âûáåðåì ÷èñëî α ∈ (max(α+, α−), 1) è ïîñòðîèì ôóíê-
öèþ ϕ ∈ A◦Ωα ïðè ïîìîùè ïðåäëîæåíèÿ 2. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (2) ãàðàíòèðóåò 〈ϕ〉T = x è

B◦(x) > 〈f(ϕ)〉T
(2)
=

1

2
〈f(ϕ+)〉T +

1

2
〈f(ϕ−)〉T >

B◦(x+) + B◦(x−)

2
− η.

Óñòðåìëÿÿ ïàðàìåòð η ê íóëþ, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

2Îáû÷íî ôóíêöèÿ Áåëëìàíà îïðåäåëåíà íà âñåé ëèíçå. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè òàêàÿ, îïðå-

äåë�åííàÿ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ôóíêöèÿ Áåëëìàíà, íå áóäåò ëîêàëüíî âîãíóòîé, òàê êàê ôóíêöèè ϕ ∈ A◦
Ω, òàêèå

÷òî 〈ϕ〉T ∈ ∂freeΩ, ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ � ðàâíûå êîíöàì õîðäû, êàñàþùåéñÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû â

òî÷êå 〈ϕ〉T .
3Íåÿâíûì îáðàçîì ôóíêöèÿ B◦ çàâèñèò îò âûáîðà ïîòîêà ëèíç, îäíàêî, êàê áóäåò äîêàçàíî â äàëüíåéøåì, ýòà

çàâèñèìîñòü îòñóòñòâóåò; ïîêà ÷òî ìû ïðîñòî ñ÷èòàåì ïîòîê ôèêñèðîâàííûì ðàç è íàâñåãäà.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå êëàññè÷åñêóþ âåðñèþ ôóíêöèè Áåëëìàíà, êîòîðàÿ ðàáîòàåò ñ ôóíê-
öèÿìè íà îòðåçêå (ïóñòü ýòî áóäåò îòðåçîê [0, 1]):

Bîòð.(x; Ω, f) = sup
{
〈f(ϕ)〉

[0,1]

∣∣∣ 〈ϕ〉[0,1] = x, ϕ ∈ AΩ

}
, x ∈ Ω. (8)

Â ðàáîòå [10] (îñíîâíàÿ òåîðåìà) áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ Bîòð. åñòü íàèìåíüøàÿ ñðåäè âñåõ
ëîêàëüíî âîãíóòûõ ôóíêöèé G íà Ω, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ G = f íà ìíîæå-
ñòâå ∂fixedΩ. Èç ýòîé òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

∀α < 1 Bîòð.(x; Ωα) 6 B◦(x; Ω), x ∈ Ωα

(êàê è ðàíüøå, {Ωα}α � íåêîòîðûé ïîòîê ëèíç, çàêàí÷èâàþùèéñÿ íà ëèíçå Ω). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
âëîæåíèå (1) ãàðàíòèðóåò íåðàâåíñòâî

B◦(x; Ω) 6 Bîòð.(x; Ω), x ∈ Ω \ ∂freeΩ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü

Bîòð.(x; Ω) = sup
α∈(0,1]

Bîòð.(x,Ω
α) (9)

äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ Ω \ ∂freeΩ. Òîãäà B◦(x; Ω) = Bîòð.(x; Ω).

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Áåëëìàíà ïî ïîòîêó ëèíç î÷åíü åñòåñòâåííî, íå èçâåñòíî ïðè-
ìåðîâ, êîãäà áû îíî íå âûïîëíÿëîñü.

Ãèïîòåçà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Òîãäà óñëîâèå (9) âûïîëíåíî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈
Ω \ ∂freeΩ.

Îïðåäåëåíèå 8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ : R→ ∂fixedΩ ìåäëåííî îñöèëëèðóåò â ñðåäíåì,
åñëè äëÿ âñÿêîãî îòðåçêà J ⊂ R âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå 〈ϕ〉

J
⊂ Ω. Êëàññ ìåäëåííî îñöèëëèðóþùèõ

â ñðåäíåì ôóíêöèé íà ïðÿìîé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì AR
Ω.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî A◦Ω ⊂ AR
Ω. Êðîìå òîãî, A

R
Ω ↪→ AΩ ïîñðåäñòâîì ñóæåíèÿ ôóíêöèé ϕ íà

îòðåçîê [0, 1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Áåëëìàíà äëÿ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

BR(x; Ω, f) = sup
{
〈f(ϕ)〉

[0,1]

∣∣∣ 〈ϕ〉[0,1] = x, ϕ ∈ AR
Ω

}
, x ∈ Ω. (10)

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü óñëîâèå (9) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x ∈ Ω\∂freeΩ. Òîãäà BR(x; Ω) =
Bîòð.(x; Ω).

4 Ïðèìåð

Ïðîñòðàíñòâî BMOp
îòð.

íà îòðåçêå çàäà�åòñÿ ïîëóíîðìîé

‖ψ‖BMOpîòð. = sup
J⊂[0,1]

(
〈|ψ − 〈ψ〉

J
|p〉

J

) 1
p

.

Øàð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàäèóñà ε îáîçíà÷èì ñèìâîëîì BMOp
ε . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Áåëëìàíà

(òåïåðü f � ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé)

Bîòð.(x; BMO2
ε) = sup

{
〈f(ψ)〉

[0,1]

∣∣∣ 〈ψ〉[0,1] = x1, 〈ψ2〉
[0,1]

= x2, ψ ∈ BMO2
ε

}
.
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Â ðàáîòå [4] îáúÿñíÿåòñÿ, êàê ýòà ôóíêöèÿ Áåëëìàíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (8) (ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ëèíçà åñòü îáëàñòü ìåæäó äâóìÿ ïàðàáîëàìè, èíûìè ñëîâàìè, ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîëîñà). Ìû ìîæåì
ðàññìîòðåòü âåðñèè ïðîñòðàíñòâà BMO íà îêðóæíîñòè è ïðÿìîé:

‖ψ‖BMOpR
= sup
J⊂R

(
〈|ψ − 〈ψ〉

J
|p〉

J

) 1
p

, ψ : R→ R,

‖ψ‖BMOpT
= sup
J⊂R

(
〈|ψïåð. − 〈ψïåð.〉J |p〉J

) 1
p

, ψ : T→ R,

è îïðåäåëèòü ôóíêöèè Áåëëìàíà íà íèõ àíàëîãè÷íî (7) è (10).

Ñëåäñòâèå 4. Ôóíêöèè Áåëëìàíà äëÿ ñëó÷àåâ f(t) = eλt, f(t) = |t|p, p > 0, è f(t) = χ(λ,+∞)

ñîâïàäàþò â ñëó÷àÿõ îêðóæíîñòè, ïðÿìîé è îòðåçêà.

×òîáû ïîëó÷èòü ýòî ñëåäñòâèå, íàäî ëèøü ïðîâåðèòü óñëîâèå (9) íåïðåðûâíîñòè ñåìåéñòâà ôóíê-
öèé Áåëëìàíà ïî ïîòîêó (îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü, ò.å. ïàðàáîëè÷åñêàÿ ïîëîñà, îáëàäàåò åñòåñòâåííûì
ïîòîêîì îáëàñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ øàðàì ïðîñòðàíñòâà BMO2 ðàäèóñà ε). Ìû îñòàâëÿåì ýòó ðó-
òèííóþ ðàáîòó ÷èòàòåëþ, ôîðìóëû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Áåëëìàíà ìîãóò áûòü íàéäåíû
â ðàáîòå [5] (ãäå íåÿâíî äîêàçàíà ãèïîòåçà î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Áåëëìàíà ïî ïîòîêó ëèíç â
÷àñòíîì ñëó÷àå ïîòîêà ïàðàáîëè÷åñêèõ ïîëîñ). Èçíà÷àëüíî îíè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [6] è [13]
(ñì. òàêæå [8]), [9], [12] è [14] ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäñòâèå 4, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî òî÷íûå êîí-
ñòàíòû â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ íåðàâåíñòâà Äæîíà�Íèðåíáåðãà íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå îòðåçêà íà
îêðóæíîñòü èëè ïðÿìóþ.

Èñïîëüçóÿ îáðàòíûé òðþê Ñëàâèíà (ñì. [7], [1] è [3]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷íûå êîíñòàíòû â
èíòåãðàëüíîé ôîðìå íåðàâåíñòâà Äæîíà�Íèðåíáåðãà íà ïðîñòðàíñòâå BMOp, p ∈ [1,∞), òàêæå íå
ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îòðåçêà ê îêðóæíîñòè èëè ïðÿìîé.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï âåðåí è äëÿ îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà Ã�åëüäåðà äëÿ êëàññîâ
Ìàêåíõàóïòà: ýòîìó íåðàâåíñòâó òàêæå ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à íà íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîé âîãíóòîé
íà ëèíçå ôóíêöèè (ñì. [4]).

Ìîæíî ðàññìîòðåòü êëàññû ôóíêöèé íà îêðóæíîñòè, ïîäîáíûå ââåä�åííûì â îïðåäåëåíèè 2, ñ òîé
ðàçíèöåé, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ñðåäíèå ôóíêöèè ϕïåð. ïî îòðåçêàì äëèíû íå áîëåå åäèíèöû
(÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñðåäíåíèþ ïî âñåì ãåîìåòðè÷åñêèì äóãàì îêðóæíîñòè). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
àíàëîãè÷íî ïîñòðîåííûå ôóíêöèè Áåëëìàíà íà òàêèõ êëàññàõ ñîâïàäàþò ñî âñåìè îñòàëüíûìè
(ïîòîìó ÷òî òàêîé �ãåîìåòðè÷åñêèé� êëàññ ôóíêöèé âêëàäûâàåòñÿ â A ïîñðåäñòâî ôîðìóëû (1) è
ñîäåðæèò êëàññ A◦).
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