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Основная цель курса – оценка Отала–Розаса. Если λn – n-е собственное число
оператора Бельтрами–Лапласа на компактной гиперболической поверхности X рода
g ≥ 2, то λ2g−2 > 1/4.

Для доказательства предположим противное и разобьём множество ненулевых
линейных комбинаций f собственных функций с λ < 1/4 на множества Tj, опреде-
ляемые, грубо говоря, так:

Tj = {f : χ({f > 0}) + χ({f < 0}) = −j} ;

здесь χ – эйлерова характеристика, а j пробегает от 1 до 2g−2 = −χ(X). Множества
Tj удовлетворяют условиям теоремы типа Улама–Борсука (стр. 8); значит, их не
может быть слишком мало, если собственных функций слишком много.

Множества {f > 0} и {f < 0} заменяются в доказательстве (и в определении раз-
биения {Tj}) на множества Σ±(f), получаемые очисткой нодальных областей от раз-
ной шелухи (отбросим компоненты в Z(f), помещающиеся в диск, нодальные обла-
сти, гомеоморфные диску или кольцу, также надо избавляться от мешающих колец в
некоторых других случаях). Проверим условие теоремы типа Улама–Борсука. Пусть
ft, t ∈ [0, 1], — гомотопия ненулевой линейной комбинации собственных функций с
λ < 1/4, переводящая f в −f и не выводящая из Tj. Тогда χ(Σ±(ft)) полунепрерывно
сверху зависит от t. (В построении нодальные области могут склеиться скачком,
но не могут скачком порваться! – При любом понимании этого скачок может про-
исходить только в одном направлении; χ тем отрицательнее, чем больше склеек в
множестве.) По определению множеств Tj, тогда χ(Σ±(ft)) остаются постоянны при
изменении t; из построения следует, что тогда все множества Σ+(ft) изотопны при
разных t, но тогда Σ+(f) изотопно Σ−(f) = Σ+(−f), что невозможно для двух непе-
ресекающихся множеств отрицательной эйлеровой характеристики. (Из построения
χ(Σ±(f)) ≤ 0, причём хотя бы одно из неравенств – строгое.)

Таким образом, номер 2g − 2 получается как −χ(X); а постоянная 1/4, имею-
щая наифундаментальнейшее значение для поверхностей кривизны −1, — в данном
случае это λ0 гиперболической плоскости, накрывающей X, или же хардиевская чет-
верть.

Теореме Отала–Розаса предшествуют сводка результатов о гиперболических по-
верхностях и некоторые оценки собственных чисел (и примеры, показывающие
точность), получаемые с помощью препарированного принципа максимума (вилка
"Дирихле–Нейман"), нарезки на штаны и обратной склейки, а также — изоперимет-
рического неравенства Чигера.
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